Konec¢né automaty - mierne pokrocilé

Simon Sadovsky
Uloha 1. Zostrojte nedeterministicky alebo deterministicky kone¢ny automat akceptujici jazyk
L={w e {a,b}" | Jw| =1 (mod 2) A w obsahuje podslovo ba}.
Spravnost svojej konstrukcie poriadne dokazte.

Riesenie. Pripomenime, Ze symbolom @ oznacujeme ,sc¢itanie modulo 2”7 a tato operacia je ekvi-
valentna logickej operacii XOR. Jazyk budeme akceptovat nedeterministickym kone¢nym automa-
tom. Definujeme NKA A = (K, {a,b},6,[0,¢],{[1,ba]}), kde K = {[i,u] | i € {0,1},u € {&,b,ba}}
a prechodovéa funkcia je definovana nasledovne:

o Vic{0,1}:6(i,e],a) = {[i®1,e]}

o Vie{0,1}:6([i,e],b) = {[i®L,e],[i & 1,0}

o Vic {0,1}:6([i,b],a) = {[i ©1,ba]}

o Vie {0,1},c € {a,b} : 8([i, ba], ¢) = {[i & 1, ba]}

Pre lepsiu ¢itatelnost uvadzame aj diagram automatu A.
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Pred tym, ako prejdeme k dokazu spravnosti nagej konstrukcie sa chvilku zamyslime nad tym,
ako nas automat funguje. Jeho stavy st dvojice, v ktorych si na§ automat pamétéa dve veci. V prvej
zlozke stavu si paméita dizku dosial spracovanej ¢asti slova, presnejsie jej zvysok po deleni dvomi.
V druhej zlozke si paméta, aka ¢ast nami hladaného podslova uz videl. Na§ automat funguje tak,
Ze najprv strieda stavy [0,¢] a [1, €], potom si nedeterministicky tipne, kedy uz moze ist overit, ze
nasleduje nami hl'adané podslovo ba. Ak si tipol spravne, tak najprv prejde do stavu [0, b] resp.
[1,0] a z neho nasledne do stavu [1,ba] resp. [0, ba]. Potom uz automat moze byt isty, Ze vstup
obsahuje podslovo ba a iba strieda stavy [0,ba] a [1,ba] aby overil, ze dlzka slova modulo 2 je
naozaj 1. TakZze podme dokazat, ze L(A) = L. Rovnost dokdzeme dokazom oboch inklazii.

C: DokaZeme sadu invariantov, z ktorych vyplynie L(A) C L.
Prvy invariant bude dokazovat, volne povedané, ze ak skon¢i vypocet v nejakom stave, tak
prvé zlozka stavu nam hovori, kol'ko je dlzka spracovaného slova modulo 2. Formélne dokdZeme:

(a) Yw € {a,b}*,[l,v] € K : ([0,¢],w) F* ([l,v],€) = |w| = (mod 2)
Dokazeme indukciou na dizku vypoctu.

1° Ak ([0,¢],w) F° ([I,v],€), potom nutne w = € a [I,v] = [0,¢], teda plati |w| = 0 = a teda
béza je dokdzana.



2° Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre vypoécty dlzky n a dokazme tvrdenie pre vypocty dizky
n+1. Nech ([0, ¢], w) F**1 ([I,v],€). Nech u € {a,b}*, ¢ € {a,b} a plati w = uc. Teda vypocet
sa da rozpisat ako ([0,¢],uc) F™ ([l1,v1],¢) F ([I,v],€). Tu sa na chvilku zastavme. Posledné
tvrdenie plati iba vdaka tomu, Ze v prechodovej funkcii neméame ziadne prechody na e. Inak
by sme museli uvazovat ¢ € {a,b,e}. Takéto ,rozpisovanie vstupného slova a vypoctu“ je
pomerne Casto vyuzivané technika pri dokazoch tykajucich sa konecnych automatov. Treba
byt pri tom opatrni a dat si pozor ako to robime, aby ndm napriklad neusiel spominany e.
Vsimnime si, ze pre prechodovi funkciu nam plati nasledovné:

V[kl,vl] €K, [kg,l/g] e K,ce {a,b} : []{52,’02] S (5([]61,111],0) =ko=k &1

Teda na zaklade toho, ako vyzerd posledny krok vypoc¢tu musi platit | = I3 & 1. Z prvej
Casti vypoctu ,,0d zaciatku az po predposledny krok” a IP nam vyplyva, Ze |u| =11 (mod 2).
Teda musi platit |uc| = 13 & 1 (mod 2). Dajtc do kopy predchadzajiuce nam plati |uc| =1
(mod 2). A kedZe w = uc, tak sme s dokazom tvrdenia (a) hotovi.

Dalsi invariant nam bude hovorit o tom, Ze ak sa dopo¢itame do stavu typu ,,[hocico, b]*, tak
slovo na vstupe muselo kon¢it symbolom b. Formélne:

(b) Yw € {a,b}*,1 € {0,1}: ([0,e],w) F* ([I,b],¢) = Fu € {a,b}" : w=ub

Na dokaz tohto invariantu nam stac¢i nasledovna uvaha. Nech w € {a,b}*,1 € {0,1} a nech plati
([0, €], w) F* ([1,1],€). Zjavne tento v¥pocet musi byt nenulovej dizky. Nech u € {a,b}*, ¢ € {a, b}
a plati w = wuc. Potom tento vypocet moézme zapisat nasledovne: ([0,¢],w) F* (q,¢) F ([,b],¢)
kde ¢ je nejaky stav automatu A. Pozrime sa pozornejsie na posledny krok vypoctu. Ten krok
vedie do stavu [[,b]. Teda na to aby sme ho mohli spravit muselo platit [I,b] € 6(g, ¢). Z definicie
funkcie 6 nadm potom vyplyva, Ze nutne musi platit ¢ = b. A pre to plati w = uc = ub, ¢im sme
skompletizovali dokaz invariantu (b).

Dalsi invariant ndm bude hovorif o tom, Ze ak sa dopoc¢itame do stavu [hocico, ba], tak slovo
na vstupe muselo obsahovat podslovo ba. Formalne:

(c) Yw € {a,b}*, 1 € {0,1} : ([0,¢e],w) F* ([I,ba],&) = Tuq,us € {a,b}* : w = urbaus

Pre dokaz invariantu (c) uvazujme vypocet ([0,e],w) F* ([I,bal,e) pre l'ubovolné w € {a,b}*.
Teraz si v§imnime to miesto v tomto vypocte, ked sa automat dostal prvy krat do konfiguracie
obsahujucej stav tvaru ,,[hocico, bal“. Takéto miesto v tomto vypocte zjavne existuje, kedZe mini-
mélne posledna konfiguracia takyto stav obsahuje. Teda formalne vieme uvedeny vypocet rozpisat
takto:

([0,¢], uev) F* (g, cv) F ([l1,bal,v) F* ([, ba], &)

Cast 1

pre nejaké I € {0,1}, u,v € {a,b}*, ¢ € {a,b} také, ze w = ucv pricom v Casti 1 tohto
vypoctu automat A nepouzije stav typu ,[hocico, ba]. Skimajme teraz krok vypoctu (g, cv)
([I1,ba),v). Kedze konfiguracia (¢, cv) sa nachddza v Casti 1 vypoctu, tak stav ¢ nemoze byt
typu ,,[hocico, bal“. Preto z definicie §-funkcie vyplyva, Ze ¢ = [l2, a] pre nejaké Iy € {a,b}*. Teraz
vidno, 7e z Casti 1 a invariantu (b) vyplyva, 7e existuje nejaké u; € {a,b}* také, 7e u = uya.
Taktiez z definicie d-funkcie dostavame ¢ = b. Teraz staci ak zosumarizujeme ¢o sme dokazali. Plati
w = ucv = ujabv, z ¢oho uz vidno, Ze slovo w je pozadovaného tvaru a invariant (c) je dokazany.

Ako z dokazanych invariantov vyplyva nami dokazované L(A) C L? Nech w € L(A). Teda
existuje nejaky akceptatny vypocet automatu A na slove w. Nakolko automat A mé jediny akcep-
taény stav [1,ba], tento vypocet musi vyzerat nasledovne: ([0,¢],w) F* ([1, ba], €). Z invariatnu (a)
potom vyplyva, Ze |w| = 1 (mod 2) a z invariantu (c) vyplyva, Ze w obsahuje podslovo ba. Teda
w € L.



D: Potrebujeme dokézat L C L(A).
Urobime to tak, ze pre lubovolné w € L zostrojime akceptaény vypocet v automate A. Budeme
si poméahat nasledovnym tvrdenim:

(d) Vw € {a,b}*, X € {&,ba},l € {0,1} : Jw| =1 (mod 2) = ([0, X],w) H* ([I, X],e)
Tvrdenie (d) dokazeme indukciou vzhTadom na dizku slova w.
1° Ak plati w = ¢, potom |w| =0 (mod 2) a l'ahko vidno, Ze plati ([0, X], w) F* ([0, X], ).

2° Uvazujme Tubovolné w € {a,b}*, ktoré je nenulovej dizky a predpokladajme, 7e tvrdenie
plati pre vSetky slova, ktoré su kratsie ako w. Nech u € {a,b}*, ¢ € {a,b} a plati w = uc.
Nech I, € {0,1} a nech plati |u| = I, (mod 2). V8imnime si, Ze potom nutne musi platit
|lw| =1, @1 (mod 2). Slovo u je zjavne kratsie ako slovo w, preto prei plati IP. Teda plati
([0,X],u) F* ([lu, X],€). Z prechdadzajiceho nam vyplyva ([0, X],uc) F* ([lu, X],¢). A z
funkcie 6 nam vyplyva ([l,, X],¢) F ([l © 1, X], €). Dajtc dokopy predchddzajtice nam plati
([0, X, uc) F* ([ly, X],¢) F ([l ® 1, X],e). A nakolko w = uc a |w| =1, @1 (mod 2), tak
sme s dokazom hotovi.

Teraz zostrojme akceptacny vypocet na Tubovolnom slove w € L. Z toho, Zze w € L nam priamo
vyplyva, Ze existuju slova u,v € {a,b}* také, ze w = ubav a navyse |w| =1 (mod 2).

Pred tym, ako formalne dotiahneme veci, sa chvilku zamyslime. Z toho aké je dlzka slova w
nam vyplyva o dizkach slov u, v nie¢o. Konkrétne tol'ko, Ze stucet ich dlzok musi davat po deleni 2
zvysok 1. Teda alebo u je nepéarnej dizky a v je parnej alebo vice-versa. Uvazujme prvy pripad, ked
u je neparnej dizky a v je parnej (pri druhom je uvaha analogicki). V tomto pripade zostrojime
vypocet nasledovne - ,zjeme* slovo u a skon¢ime v stave [1,€]. Nasledne mam na vstupe podslovo
ba. Teda prejdeme cez stav [0,b] do stavu [1,ba]. Teraz nam uZz len ostéva ,zjest"slovo v. Kedze
sa nachadzame v stave [1,ba], tak s prehladom slovo v doc¢itame taktiez v stave [1, ba], ktory je
akceptacny. Podme formélne.

Nakol'ko |w| =1 (mod 2), modzu nastat nasledovné dve moznosti:

e ju/=1 (mod 2), [v| =0 (mod 2).
Potom vdaka tvrdeniu (d) plati ([0, €], ubav) F* ([1,€], bav). Vdaka funkcii § vieme tento
vypocet predizif na ([0, ], ubav) F* ([1,¢], bav) I ([0,b], av) = ([1,ba],v). Teraz mozu nastat
dva pripady:

— |Jv] = 0, teda v = ¢ a niet dalej o dokazovat, lebo v tomto pripade sme uZ tspesne
zostrojili akceptacny vypocet.
— [ > 1

Nech vy € {a,b}*, c; € {a,b} take, ze v = c;v;. Uvedomme si, ze plati |v1| = 1 (mod 2).
V takom pripade vdaka funkcii § a tvrdeniu (d) plati: ([1,ba],c1v1) F ([0,bal,v1) H*
([1, ba],e). Dajuc to do kopy s predchadzajicim vieme zostrojit vypocet ([0, ], ubav) F*
([1,¢],bav) F ([0, 0], av) F ([1,ba],v) F* ([1,bal, ). Teda aj v tomto pripade sme tspesne
zostrojili akceptaény vypocet.

e |u| =0 (mod 2), |v] =1 (mod 2).
Potom vdaka tvrdeniu (d) plati ([0, €], ubav) F* (]0,€], bav). Vdaka funkcii 6 vieme tento
vypocet predizif na ([0, ], ubav) F* ([1,¢€], bav) I ([1,b],av) - ([0, ba],v). No a na zaver opit
vdaka tvrdeniu (d) vieme tento vypocet predizit nasledovne: ([0,¢], ubav) F* ([1,¢€], bav) F
([1,0],av) + ([0,ba],v) F* ([1,ba],e). A teda vidno, %e aj v tomto pripade sme uspesne
zostrojili akceptaény vypocet.

Nakolko sme rozobrali v8etky mozné tvary slova w € L a v kazdom pripade sme tspesne
zostrojili akceptaény vypocet na slove w, tak Tahko vidno, Ze naozaj plati L C L(A).
O



Uloha 2. Nech A = (K,X,4,qo, F) je Tubovolny (deterministicky alebo nedeterministicky) ko-
neény automat. Poriadne dokazte, ze plati:

(Vp, g € K)(Vu,v € X%) (p,uwv) F (¢,v) & (p,u) i (¢,€)

Riesenie. Budeme dokazovat obe implikacie a obe budeme dokazovat indukciou na dizku vypoéctu.
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Nech plati (p,uv) F% (g,v). Potom nutne ¢ = p,u = . Teda lahko vidno, Ze plati (p,¢) F%
(p,€), €o bolo treba dokazat.

Predpokladajme, ze plati (Vp, ¢ € K)(Yu,v € £*) (p,uv) F% (¢,v) = (p,u) F%4 (¢, €). Podme
dokazat tento vyrok pre vypocty dlzky n + 1. Nech teda p,q € K, u,v € ¥* a nech plati
(p,uv) F% (g,v). Uvazujme ¢ € X U {e}, uy € ¥*,p1 € K také, ze plati u = cu; a
(p, curv) Fa (p1,u1v) F (g, v). Neformalne povedané, ¢ je symbol alebo epsilon, ktory sme
»zozrali“ v prvom kroku vypoétu a p; je stav, do ktorého sme sa potom dostali. Z (p, cu1v) b4
(p1,u1v) vyplyva, 7Ze p1 € 6(p,c) ak uvazujeme NKA. Ak uvazujeme DKA tak p; = d(p, ¢).
Z (p1,w1v) F7% (g, v) aIP vyplyva (p1,u1) F% (g, €). Dajuc dokopy predchadzajice nam plati
(p,cur) Fa (p1,u1) Y (g,€). Nakolko u = cuy, tak sme dokazali, ¢o bolo treba.

Nech plati (p,u) F% (¢,€). Potom nutne ¢ = p,u = . Teda lahko vidno, Ze pre lubovolné
v € ¥* plati (p,v) F¥ (p,v), ¢o bolo treba dokazat.

Predpokladajme, ze plati (Vp,q € K)(Vu,v € ¥*) (p,u) F% (¢,¢) = (p,uv) F% (q,v).
Podme dokazaf tento vyrok pre vypocty dlzky n + 1. Nech teda p,q € K, u € ¥* a nech
plati (p,u) I—’Xrl (g,¢€). Uvazujme ¢ € Y U {e}, u; € ¥*,p; € K také, 7e plati u = cu; a
(p,cur) Fa (p1,u1) F (g,e). Tak ako v prvej implikicii aj tu, neformélne povedané, je ¢
symbol alebo epsilon, ktory sme ,,zozrali“ v prvom kroku vypoétu a p; je stav, do ktorého
sme sa potom dostali. Z (p, cur) Fa (p1,u1) vyplyva, Ze p; € §(p, ¢) ak uvazujeme NKA. Ak
uvazujeme DKA tak p; = d(p,¢). Z (p1,u1) F (¢,¢) aIP vyplyva, Ze pre luvolné v € ¥* plati
(p1,u1v) F% (g, v). Dajuc dokopy predchadzajuce ndm plati (p, cuiv) F4 (p1,u1v) F (g,v).
Nakolko u = cuq, tak sme dokéazali, ¢o bolo treba.
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