
Kone£né automaty - mierne pokro£ilé

�imon Sádovský

Úloha 1. Zostrojte nedeterministický alebo deterministický kone£ný automat akceptujúci jazyk

L = {w ∈ {a, b}∗ | |w| ≡ 1 (mod 2) ∧ w obsahuje podslovo ba}.

Správnos´ svojej kon²trukcie poriadne dokáºte.

Rie²enie. Pripome¬me, ºe symbolom ⊕ ozna£ujeme �s£ítanie modulo 2� a táto operácia je ekvi-
valentná logickej operácii XOR. Jazyk budeme akceptova´ nedeterministickým kone£ným automa-
tom. De�nujeme NKA A = (K, {a, b}, δ, [0, ε], {[1, ba]}), kde K = {[i, u] | i ∈ {0, 1}, u ∈ {ε, b, ba}}
a prechodová funkcia je de�novaná nasledovne:

� ∀i ∈ {0, 1} : δ([i, ε], a) = {[i⊕ 1, ε]}

� ∀i ∈ {0, 1} : δ([i, ε], b) = {[i⊕ 1, ε], [i⊕ 1, b]}

� ∀i ∈ {0, 1} : δ([i, b], a) = {[i⊕ 1, ba]}

� ∀i ∈ {0, 1}, c ∈ {a, b} : δ([i, ba], c) = {[i⊕ 1, ba]}

Pre lep²iu £itate©nos´ uvádzame aj diagram automatu A.
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Pred tým, ako prejdeme k dôkazu správnosti na²ej kon²trukcie sa chví©ku zamyslime nad tým,
ako ná² automat funguje. Jeho stavy sú dvojice, v ktorých si ná² automat pamätá dve veci. V prvej
zloºke stavu si pamätá d¨ºku dosial spracovanej £asti slova, presnej²ie jej zvy²ok po delení dvomi.
V druhej zloºke si pamätá, akú £as´ nami hladaného podslova uº videl. Ná² automat funguje tak,
ºe najprv strieda stavy [0, ε] a [1, ε], potom si nedeterministicky tipne, kedy uº môºe ís´ overi´, ºe
nasleduje nami h©adané podslovo ba. Ak si tipol správne, tak najprv prejde do stavu [0, b] resp.
[1, b] a z neho následne do stavu [1, ba] resp. [0, ba]. Potom uº automat môºe by´ istý, ºe vstup
obsahuje podslovo ba a iba strieda stavy [0, ba] a [1, ba] aby overil, ºe d¨ºka slova modulo 2 je
naozaj 1. Takºe po¤me dokáza´, ºe L(A) = L. Rovnos´ dokáºeme dôkazom oboch inklúzií.

⊆: Dokáºeme sadu invariantov, z ktorých vyplynie L(A) ⊆ L.
Prvý invariant bude dokazova´, vo©ne povedané, ºe ak skon£í výpo£et v nejakom stave, tak

prvá zloºka stavu nám hovorí, ko©ko je d¨ºka spracovaného slova modulo 2. Formálne dokáºeme:

(a) ∀w ∈ {a, b}∗, [l, v] ∈ K : ([0, ε], w) `∗ ([l, v], ε)⇒ |w| ≡ l (mod 2)

Dokáºeme indukciou na d¨ºku výpo£tu.

1◦ Ak ([0, ε], w) `0 ([l, v], ε), potom nutne w = ε a [l, v] = [0, ε], teda platí |w| = 0 = l a teda
báza je dokázaná.
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2◦ Predpokladajme, ºe tvrdenie platí pre výpo£ty d¨ºky n a dokáºme tvrdenie pre výpo£ty d¨ºky
n+1. Nech ([0, ε], w) `n+1 ([l, v], ε). Nech u ∈ {a, b}∗, c ∈ {a, b} a platí w = uc. Teda výpo£et
sa dá rozpísa´ ako ([0, ε], uc) `n ([l1, v1], c) ` ([l, v], ε). Tu sa na chvi©ku zastavme. Posledné
tvrdenie platí iba v¤aka tomu, ºe v prechodovej funkcii nemáme ºiadne prechody na ε. Inak
by sme museli uvaºova´ c ∈ {a, b, ε}. Takéto �rozpisovanie vstupného slova a výpo£tu� je
pomerne £asto vyuºívaná technika pri dôkazoch týkajúcich sa kone£ných automatov. Treba
by´ pri tom opatrní a da´ si pozor ako to robíme, aby nám napríklad neu²iel spomínaný ε.
V²imnime si, ºe pre prechodovú funkciu nám platí nasledovné:

∀[k1, v1] ∈ K, [k2, v2] ∈ K, c ∈ {a, b} : [k2, v2] ∈ δ([k1, v1], c)⇒ k2 = k1 ⊕ 1

Teda na základe toho, ako vyzerá posledný krok výpo£tu musí plati´ l = l1 ⊕ 1. Z prvej
£asti výpo£tu �od za£iatku aº po predposledný krok� a IP nám vyplýva, ºe |u| ≡ l1 (mod 2).
Teda musí plati´ |uc| ≡ l1 ⊕ 1 (mod 2). Dajúc do kopy predchádzajúce nám platí |uc| ≡ l
(mod 2). A kedºe w = uc, tak sme s dôkazom tvrdenia (a) hotoví.

�al²í invariant nám bude hovori´ o tom, ºe ak sa dopo£ítame do stavu typu �[hocico, b]� , tak
slovo na vstupe muselo kon£i´ symbolom b. Formálne:

(b) ∀w ∈ {a, b}∗, l ∈ {0, 1} : ([0, ε], w) `∗ ([l, b], ε)⇒ ∃u ∈ {a, b}∗ : w = ub

Na dôkaz tohto invariantu nám sta£í nasledovná úvaha. Nech w ∈ {a, b}∗, l ∈ {0, 1} a nech platí
([0, ε], w) `∗ ([l, b], ε). Zjavne tento výpo£et musí by´ nenulovej d¨ºky. Nech u ∈ {a, b}∗, c ∈ {a, b}
a platí w = uc. Potom tento výpo£et môºme zapísa´ nasledovne: ([0, ε], w) `∗ (q, c) ` ([l, b], ε)
kde q je nejaký stav automatu A. Pozrime sa pozornej²ie na posledný krok výpo£tu. Ten krok
vedie do stavu [l, b]. Teda na to aby sme ho mohli spravi´ muselo plati´ [l, b] ∈ δ(q, c). Z de�nície
funkcie δ nám potom vyplýva, ºe nutne musí plati´ c = b. A pre to platí w = uc = ub, £ím sme
skompletizovali dôkaz invariantu (b).

�al²í invariant nám bude hovori´ o tom, ºe ak sa dopo£ítame do stavu [hocico, ba], tak slovo
na vstupe muselo obsahova´ podslovo ba. Formálne:

(c) ∀w ∈ {a, b}∗, l ∈ {0, 1} : ([0, ε], w) `∗ ([l, ba], ε)⇒ ∃u1, u2 ∈ {a, b}∗ : w = u1bau2

Pre dôkaz invariantu (c) uvaºujme výpo£et ([0, ε], w) `∗ ([l, ba], ε) pre ©ubovo©né w ∈ {a, b}∗.
Teraz si v²imnime to miesto v tomto výpo£te, ke¤ sa automat dostal prvý krát do kon�gurácie
obsahujúcej stav tvaru �[hocico, ba]� . Takéto miesto v tomto výpo£te zjavne existuje, kedºe mini-
málne posledná kon�gurácia takýto stav obsahuje. Teda formálne vieme uvedený výpo£et rozpísa´
takto:

([0, ε], ucv) `∗ (q, cv)︸ ︷︷ ︸
�as´ 1

` ([l1, ba], v) `∗ ([l, ba], ε)

pre nejaké l1 ∈ {0, 1}, u, v ∈ {a, b}∗, c ∈ {a, b} také, ºe w = ucv pri£om v �asti 1 tohto
výpo£tu automat A nepouºije stav typu �[hocico, ba]� . Skúmajme teraz krok výpo£tu (q, cv) `
([l1, ba], v). Ke¤ºe kon�gurácia (q, cv) sa nachádza v �asti 1 výpo£tu, tak stav q nemôºe by´
typu �[hocico, ba]� . Preto z de�nície δ-funkcie vyplýva, ºe q = [l2, a] pre nejaké l2 ∈ {a, b}∗. Teraz
vidno, ºe z �asti 1 a invariantu (b) vyplýva, ºe existuje nejaké u1 ∈ {a, b}∗ také, ºe u = u1a.
Taktieº z de�nície δ-funkcie dostávame c = b. Teraz sta£í ak zosumarizujeme £o sme dokázali. Platí
w = ucv = u1abv, z £oho uº vidno, ºe slovo w je poºadovaného tvaru a invariant (c) je dokázaný.

Ako z dokázaných invariantov vyplýva nami dokazované L(A) ⊆ L? Nech w ∈ L(A). Teda
existuje nejaký akcepta£ný výpo£et automatu A na slove w. Nako©ko automat A má jediný akcep-
ta£ný stav [1, ba], tento výpo£et musí vyzera´ nasledovne: ([0, ε], w) `∗ ([1, ba], ε). Z invariatnu (a)
potom vyplýva, ºe |w| ≡ 1 (mod 2) a z invariantu (c) vyplýva, ºe w obsahuje podslovo ba. Teda
w ∈ L.
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⊇: Potrebujeme dokáza´ L ⊆ L(A).
Urobíme to tak, ºe pre ©ubovo©né w ∈ L zostrojíme akcepta£ný výpo£et v automate A. Budeme
si pomáha´ nasledovným tvrdením:

(d) ∀w ∈ {a, b}∗, X ∈ {ε, ba}, l ∈ {0, 1} : |w| ≡ l (mod 2)⇒ ([0, X], w) `∗ ([l,X], ε)

Tvrdenie (d) dokáºeme indukciou vzh©adom na d¨ºku slova w.

1◦ Ak platí w = ε, potom |w| ≡ 0 (mod 2) a ©ahko vidno, ºe platí ([0, X], w) `∗ ([0, X], ε).

2◦ Uvaºujme ©ubovo©né w ∈ {a, b}∗, ktoré je nenulovej d¨ºky a predpokladajme, ºe tvrdenie
platí pre v²etky slová, ktoré sú krat²ie ako w. Nech u ∈ {a, b}∗, c ∈ {a, b} a platí w = uc.
Nech lu ∈ {0, 1} a nech platí |u| ≡ lu (mod 2). V²imnime si, ºe potom nutne musí plati´
|w| ≡ lu ⊕ 1 (mod 2). Slovo u je zjavne krat²ie ako slovo w, preto pre¬ platí IP. Teda platí
([0, X], u) `∗ ([lu, X], ε). Z prechdádzajúceho nám vyplýva ([0, X], uc) `∗ ([lu, X], c). A z
funkcie δ nám vyplýva ([lu, X], c) ` ([lu ⊕ 1, X], ε). Dajúc dokopy predchádzajúce nám platí
([0, X], uc) `∗ ([lu, X], c) ` ([lu ⊕ 1, X], ε). A nako©ko w = uc a |w| ≡ lu ⊕ 1 (mod 2), tak
sme s dôkazom hotoví.

Teraz zostrojme akcepta£ný výpo£et na ©ubovolnom slove w ∈ L. Z toho, ºe w ∈ L nám priamo
vyplýva, ºe existujú slová u, v ∈ {a, b}∗ také, ºe w = ubav a navy²e |w| ≡ 1 (mod 2).

Pred tým, ako formálne dotiahneme veci, sa chví©ku zamyslime. Z toho aká je d¨ºka slova w
nám vyplýva o d¨ºkach slov u, v nie£o. Konkrétne to©ko, ºe sú£et ich d¨ºok musí dáva´ po delení 2
zvy²ok 1. Teda alebo u je nepárnej d¨ºky a v je párnej alebo vice-versa. Uvaºujme prvý prípad, ke¤
u je nepárnej d¨ºky a v je párnej (pri druhom je úvaha analogická). V tomto prípade zostrojíme
výpo£et nasledovne - �zjeme� slovo u a skon£íme v stave [1, ε]. Následne mám na vstupe podslovo
ba. Teda prejdeme cez stav [0, b] do stavu [1, ba]. Teraz nám uº len ostáva �zjes´"slovo v. Kedºe
sa nachádzame v stave [1, ba], tak s preh©adom slovo v do£ítame taktieº v stave [1, ba], ktorý je
akcepta£ný. Po¤me formálne.

Nako©ko |w| ≡ 1 (mod 2), môºu nasta´ nasledovné dve moºnosti:

� |u| ≡ 1 (mod 2), |v| ≡ 0 (mod 2).
Potom v¤aka tvrdeniu (d) platí ([0, ε], ubav) `∗ ([1, ε], bav). V¤aka funkcii δ vieme tento
výpo£et pred¨ºi´ na ([0, ε], ubav) `∗ ([1, ε], bav) ` ([0, b], av) ` ([1, ba], v). Teraz môºu nasta´
dva prípady:

� |v| = 0, teda v = ε a niet ¤alej £o dokazova´, lebo v tomto prípade sme uº úspe²ne
zostrojili akcepta£ný výpo£et.

� |v| ≥ 1.
Nech v1 ∈ {a, b}∗, c1 ∈ {a, b} také, ºe v = c1v1. Uvedomme si, ºe platí |v1| ≡ 1 (mod 2).
V takom prípade v¤aka funkcii δ a tvrdeniu (d) platí: ([1, ba], c1v1) ` ([0, ba], v1) `∗
([1, ba], ε). Dajúc to do kopy s predchádzajúcim vieme zostroji´ výpo£et ([0, ε], ubav) `∗
([1, ε], bav) ` ([0, b], av) ` ([1, ba], v) `∗ ([1, ba], ε). Teda aj v tomto prípade sme úspe²ne
zostrojili akcepta£ný výpo£et.

� |u| ≡ 0 (mod 2), |v| ≡ 1 (mod 2).
Potom v¤aka tvrdeniu (d) platí ([0, ε], ubav) `∗ ([0, ε], bav). V¤aka funkcii δ vieme tento
výpo£et pred¨ºi´ na ([0, ε], ubav) `∗ ([1, ε], bav) ` ([1, b], av) ` ([0, ba], v). No a na záver opä´
v¤aka tvrdeniu (d) vieme tento výpo£et pred¨ºi´ nasledovne: ([0, ε], ubav) `∗ ([1, ε], bav) `
([1, b], av) ` ([0, ba], v) `∗ ([1, ba], ε). A teda vidno, ºe aj v tomto prípade sme úspe²ne
zostrojili akcepta£ný výpo£et.

Nako©ko sme rozobrali v²etky moºné tvary slova w ∈ L a v kaºdom prípade sme úspe²ne
zostrojili akcepta£ný výpo£et na slove w, tak ©ahko vidno, ºe naozaj platí L ⊆ L(A).
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Úloha 2. Nech A = (K,Σ, δ, q0, F ) je ©ubovo©ný (deterministický alebo nedeterministický) ko-
ne£ný automat. Poriadne dokáºte, ºe platí:

(∀p, q ∈ K)(∀u, v ∈ Σ∗) (p, uv) `∗A (q, v)⇔ (p, u) `∗A (q, ε)

Rie²enie. Budeme dokazova´ obe implikácie a obe budeme dokazova´ indukciou na d¨ºku výpo£tu.

⇒:

1◦ Nech platí (p, uv) `0A (q, v). Potom nutne q = p, u = ε. Teda lahko vidno, ºe platí (p, ε) `∗A
(p, ε), £o bolo treba dokáza´.

2◦ Predpokladajme, ºe platí (∀p, q ∈ K)(∀u, v ∈ Σ∗) (p, uv) `nA (q, v)⇒ (p, u) `∗A (q, ε). Po¤me
dokáza´ tento výrok pre výpo£ty d¨ºky n + 1. Nech teda p, q ∈ K, u, v ∈ Σ∗ a nech platí
(p, uv) `n+1

A (q, v). Uvaºujme c ∈ Σ ∪ {ε}, u1 ∈ Σ∗, p1 ∈ K také, ºe platí u = cu1 a
(p, cu1v) `A (p1, u1v) `nA (q, v). Neformálne povedané, c je symbol alebo epsilon, ktorý sme
�zoºrali� v prvom kroku výpo£tu a p1 je stav, do ktorého sme sa potom dostali. Z (p, cu1v) `A
(p1, u1v) vyplýva, ºe p1 ∈ δ(p, c) ak uvaºujeme NKA. Ak uvaºujeme DKA tak p1 = δ(p, c).
Z (p1, u1v) `nA (q, v) a IP vyplýva (p1, u1) `∗A (q, ε). Dajúc dokopy predchádzajúce nám platí
(p, cu1) `A (p1, u1) `∗A (q, ε). Nako©ko u = cu1, tak sme dokázali, £o bolo treba.

⇐:

1◦ Nech platí (p, u) `0A (q, ε). Potom nutne q = p, u = ε. Teda lahko vidno, ºe pre lubovolné
v ∈ Σ∗ platí (p, v) `∗A (p, v), £o bolo treba dokáza´.

2◦ Predpokladajme, ºe platí (∀p, q ∈ K)(∀u, v ∈ Σ∗) (p, u) `nA (q, ε) ⇒ (p, uv) `∗A (q, v).
Po¤me dokáza´ tento výrok pre výpo£ty d¨ºky n + 1. Nech teda p, q ∈ K, u ∈ Σ∗ a nech
platí (p, u) `n+1

A (q, ε). Uvaºujme c ∈ Σ ∪ {ε}, u1 ∈ Σ∗, p1 ∈ K také, ºe platí u = cu1 a
(p, cu1) `A (p1, u1) `nA (q, ε). Tak ako v prvej implikácii aj tu, neformálne povedané, je c
symbol alebo epsilon, ktorý sme �zoºrali� v prvom kroku výpo£tu a p1 je stav, do ktorého
sme sa potom dostali. Z (p, cu1) `A (p1, u1) vyplýva, ºe p1 ∈ δ(p, c) ak uvaºujeme NKA. Ak
uvaºujeme DKA tak p1 = δ(p, c). Z (p1, u1) `nA (q, ε) a IP vyplýva, ºe pre ©uvolné v ∈ Σ∗ platí
(p1, u1v) `∗A (q, v). Dajúc dokopy predchádzajúce nám platí (p, cu1v) `A (p1, u1v) `∗A (q, v).
Nako©ko u = cu1, tak sme dokázali, £o bolo treba.
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